Rozdziat V

Ztozone przypadki wytrzymalosciowe

Analizowa bedziemy ogolny przypadek stanu negmn i odksztalcé w
precie pryzmatycznym wywotany jednoczesnym dziatanisity osiowej i
poprzecznej oraz momentéw zgigajch. Problem analizowanye¢tizie w
zakresie sprzystym i lepkospgzystym oraz z uwzghbnieniem nieliniowsci
fizycznej.

Punktem wyjciowym tych rozwaan jest postulat ptaskei przekrojow
przed i po deformacji, co oznacza, stan odksztalee jest liniowy funkcja
potozenia punktéw przekroj(x,, X3) czyli
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Rys. 5.0a

Z zalenoici tej wynika, # odksztatlcenie w ogolsoi jest sum wydtuzen
(£)), krzywizny &, (£, = K,X;) Oraz krzywiznyks (&), = —K 5X, ).

a) Liniowa sprezystos¢
W zakresie liniowo-sprystym napezenia ,, = E¢;, za& wydhuzenia ) i
krzywizny wyraaja sic wzorami
o_ P M» M3

Erq = . Ko = , Ka=
1 2T Rl % Elg

stad wzory na rozkifady odksztatee:; i napgzen w przekroju
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£ =i+ M,X; _— MgX,
EF EJ,, EJj;

_E_'_ M,X; ~ MgX,

F ‘]22 ‘J33

Przytoczone wzory dotygzrozktadu napgzen normalnychoy; i wydtuzen
&1 W precie liniowo-spezystym.

We wzorach tychP, My, M3, F, Jo,, Ja3 3 kolejno sih osiowg i momentami
zginagcymi, polem przekroju i momentami bezwladoio(rzedu 2) liczonymi
wzgledem osix, i X3 jako gtdwnych centralnych osi bezwtadnbprzekroju.

gy

b) Nieliniowa sprezystosé
W zakresie nieliniowo - sprzystym napgzenie opisane jest wzorem

o,=Ag," , przy N :% , za wyduzenia
o (o) (P
11 A 11 AF
a krzywiznyx, i k5 relacjami

n
M
M, = [0 xadF = Ad,y(N + k2" - i :(_z J
2 v'[ 1173 22 2 2 AJZZ(N+1)

J55(N +1) = [ ) **dF
F

n
M
M, = [0y, %,dF = AJog(N +Dk3" — & =[—3 J
3 _'[ 1172 33 3 3 AJ33(N +1)

Igs(N +1) = [x3"dF
F

Podstawiaic otrzymane wyrzenia do warunku liniowkei odksztatcé
otrzymamy

& X3 Xy
AF AJ,,(N +1) Ad5(N +1)

przy czymx, i X to gtdwne centralne osie bezwitadoio
Rozktady napgzen wyliczymy ze wzorow

n n n n
gllz(ﬂJ _’Uflz(ﬁ) +( Mz ] X3—( M3 j X,
A F Jo, (N +1) AJ (N +1)
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= Jp(N+1) ) 2 [ Ju(N+2) ) 2

C) Lepkosprezystosé liniowa

W liniowej lepkospgzystasci ,, = E Odey, lub gy, =G UOdo,,, wydtuzenia
&7, okresla wzor

£ =Gdoy, - &) =%G dP

natomiast krzywiznye i k<3 — wyrazenia

M, = [0}, xdF = J,,E Cdk;, - &, -M: hie
E 22

M = [ 01%,dF = J54E Odks - &g :% 0dG
E 33

Po podstawieniu tych wytan do warunkow liniowéci odksztatcé
otrzymamy

£, =L P0G + M2 fgGx, - M2 dGx,
F J

'J22 33
Z tego wzoru po wykorzystaniu réwnania fizycznegn, = o,, 0dG
uzyskamy rozktady napten
g =P M Max,
F ‘]22 ‘]33
Wynika std, iz rozktady napgzen (ale nie odksztatcé !) w zadaniach
sprezystych i lepkosprzystych kedg takie same.

d) Zginanie ukosne — zadanie nieliniowo - spgzyste

Z podanych wzoréw otrzymamy jako przypadki szczegdréwnania
okreslajgce stany napeen i odksztalcé w zginaniu ukénym i $ciskaniu
mimosrodowym.

Zginanie ukéne okrédla warunekP=0, natomiast rozgganie mimérodowe

zalenosci M, =Px2 orazM; =Pxs3, gdzie 6(2,;(3) 3 wspotrzdnymi
punktu przytaenia sityP w przekroju.

W konsekwencji w zginaniu ukoym rozkiad napzen w zadaniach
nieliniowych wyznaczymy z rownania
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n n
on =M |y [ Ms |
Jo(N+1) Ja(N+1)

ktorego przypadkiem szczegolnym, kiedg=1, jest klasyczny wzo6r
wytrzymaitaciowy.
W rozcigganiu mimdrodowym napgzenia wyznaczymy ze wzoru

U{]l:(Ejn 1+ L X3+ L X2 ,
i (izz(N +1))2 (i33(N +1))2
O N

Podobnie jak poprzednio, kiedw1, otrzymamy klasyczny wynik znany z
elementarnej wytrzymasei materiatow.

e) Scinanie — zadanie nieliniowo - spgzyste

Rozklad napgzen tngcych w zginanym pgrcie wynika ze wzoru
Zurawskiego, ktory otrzymujemy z warunku rownowagictego elementu w
przekrojach potzonych blisko siebie w ktérych wygiuje moment zginagy M
i sita poprzecznd.

X3
Oh1 011+d01+

@ -{_ﬂ”iié T+dT
= S

M,+dM,

| Xm

Rys. 5.0b
Naprzenia normalne w zginaniu nieliniowym oklene g réwnaniem

(Xs)N

_ M

g.=— M,
T3(N+D)
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a przyrost sity osiowejdN w przekroju potaonym nad rozpatrywanym
wioknem okréla réwnanie

dM I NGF' = S(N)

dN = [do,dF = — N __ -_SN)
F Jo(N+1) 2. Jo(N+1)

Z warunkéw réwnowagi= N + (N +dN) = g,,dx,b wynika

__Sh) av __ TS(N)
Ip(N+D)deb 7 J(N +1)

S(N)=[ x3'dF’
2

O3

Otrzymana zalenos¢ jest uogolnieniem wzordurawskiego na przypadek
nieliniowo-spezysty.

W szczegolnéci dla N=1 otrzymamy klasyczny wzoérZurawskiego
stosowany w obliczeniach wytrzymaéiowych
_ TS

bJ,,

O,3=T

f) Sciskanie mimarodowe w zakresie nieliniowo-lepkospgzystym

Réwnania fizyczne majtu posta oy, =Als} std &) =GOo;, lub
&,=(G0oy,)". ZachodziGLA=4.

Na podstawie réwnafizycznych wyznaczamy relacje ¢dizy wydtuwzeniami
£ a sitami osiowymP

0 Py’
&9 GO=
11 ( =
Analogiczne zalenosci taczace momentyM, i M3 z krzywiznamix, i k<3 ma

post&

(g )V =GOoy; - i (k%) %dF=G O l{aJllxng

n
W= M [ GOM,
J,5(N +1) Jop(N +1)

(‘9{1)N =G0, - l{(’(3X2)N XdF =G DiaflxzdF
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n
= CM: [ GOM,
Ja5(N +1) Jas(N +1)

W konsekwencji odksztatcenig, obliczamy z wzoru

n n n
511=(GDEJ +eo—M2 X3~ co—Ms Xy
F J,o(N+12) Jas(N+2)

W przypadku szczego6lnym, kiedy P(t)=P,At (), M, = M,A(t),

M, = M,A(t), gdzieA jest funkcj czasu spetniaga rownanie AOG = Hi

&1 + Xol——— | X3
AF A)JZZ(N +1) A)J33(N +1)

g) Wytezenie materiatu

Omawiane w tym rozdziale przypadki wytrzymaomwe zaktada
mozliwo$é¢ jednoczesnego wygiowania ranych rodzajéw sit przekrojowych
np. sity sciskapgcej i momentéw zginagych. Mazna s¢ wéwczas spodziewa
ze i w punktach przekroju wygtia ztozone stany napgen. Powstaje problem
oceny wytzenia zwjzany z tymi zlgonymi stanami napeen. Do tego celu
wykorzystujemy hipotezy wygeniowe, ktore pozwalgjporéwnywa ztozone
stany napgzen z jednoosiowymi. NajeZciej korzystamy w tych przypadkach z
hipotezy wytzeniowej Hubera-Miesesa-Hencky'ego (H-M-H) postaci

1
_\/ (011 —05, )2 +(J 11 _033)2 +(022 —0. 33)2 +6(J 122 +0123 +0223)5k

72

gdzie aiy,...,0-3 3 wspotrzdnymi tensora napzen, ak — wartccia krytyczm,
ktéra mazemy interpretow& jako napgzenie dopuszczalne, gragic
plastycznéci, spezystasci czy wytrzymatdci.

ZADANIE 5.1.
Analizujemy zginanie ukime przekroju w zakresie liniowym i nieliniowo -
sprzystym. Naley wykaz&, iz punkty przekroju o tych samych napeniach

wyznaczaj rodzirg prostych rownolegtych. Natg rowniez okresli¢ nachylenie
tych prostych wzgidem gtéwnych centralnych osi bezwtadeio
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Rozwigzanie:

Punktem wyciowym rozwaan S3 tu rownania okrdajgce rozklady
napezen w przekroju. Znamy te polozenie gtéwnych centralnych osi
bezwtadnéci.

a) W zadaniach liniowych rozktady 0;; maj post& (przy zat@eniu, ze
wypadkowa momentu zgingiego ley w I-szejéwiartce uktadu osi gtébwnych)

M, M,
0, = X3~ X,
J Jas

Dla stalej wartéci napezen g1, = a otrzymujemy réwnanie prostej

_Mgly X + J508 _MgJy

SR VIR Y M.J
2Y 33 2 2v 33

ktére jest jednoczmie miejscem geometrycznym punktow o wéetach
napezen o, = a.

b) W zadaniach nieliniowych gdy o,, = A} obowizuje réwnanie

n n
on=l—Me )y [ Ms 3}
Jn(N +1) Ja3s(N +1)

ktore dla warunkuwr; = a prowadzi rownie do rownania prostej

(MJLJ(NDJE‘ tgﬂ:(Man(Nw}“

M, J35(N +1) M, M; J33(N +1)
A /U:Aén
X3 /
Z M
AR
e X
7
7/
/ Rys. 5.1
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Dla a = 0 otrzymamy tzw. réwnanie osi offogj. Z poréwnania obu rowha
wynika, i rézne keda m.in. nachylenia osi obgnej (8% y) w tym samym

przekroju i dla tego samego momentu zginago, ale rénych fizycznie
materiatow.

ZADANIE 5.2.

W prostym zginaniu linia dziatania momentu zggeaigo pokrywa iz osi
obojetng. Okreili¢ ograniczenia nalmne na moment zgingly aby linia
dziatania momentu zgingjego i ¢ obogtna byty wspdtliniowe w zginaniu
ukosnym. Problem przeanalizowadwniez w zakresie nieliniowym.
Rozwigzanie:

Momenty M, i M3 jako rzuty wektora momenti liczone wzgédem osi
gtdbwnychx, i X3 s3 postaci

M, =Mcosa, M;=Msina - tga:%
2

a) W zadaniu liniowym o$ obogtng okresla rownanie
Xo = Xg=1gy X,

Warunek wspoHiniowéci a= y

I Ms _ M,
‘]33 M 2 M 2
prowadzi do wymogu, aby momenty bezwiagird,, i Js; byly sobie rowne.

a=y

- Jg3=Jdy

b) W zadaniu nieliniowym o$ obogtna 01,=0 definiuje rownanie

n n
0’{11:() = L Xg = L X, =0
Jn(N+1) J3a(N +1)

stad

n
X, = M3 J,p(N +1) X,
M3 J55(N +1)
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Podobnie jak poprzednio, wspétliniogéowymaga abyr= £, std

n
tga =tgB8 - M _[ M3 Jpp(N +1) ; az
M, M, J.5(N +1) 2

Otrzymalémy tu wynik odmienny od poprzedniego, stusznegoawaniach
liniowych.

ZADANIE 5.3.

Nalezy okresli¢ rozktady napgzen jako funkcje potéenia we wsporniku

wykonanym z ktownika i obcigzonym sih pionowg P. Problem
przeanalizowanalezy w zakresie liniowym i nieliniowym spzystym.

P

\J

Vi

N
5
X

M,

mmmm
5

Rys. 5.3
Rozwigzanie
Najwigkszy moment wygpi w utwierdzeniu belkM=PI, przy czym wektor
momentu zginacego jest prostopadty do sif. Zadna z osi nie jest
wspdtliniowa z wektorem moment. Wystpi tu wigc zginanie ukéne.
Rozktadajc wektorM wzgledem osix, i X3 otrzymamy

M, =Mcosa, M;=Msina, M =P

a) Rozktad napgzen normalnych w zadaniu liniowo - sprezystym
okresla wyrazenie
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_M, Msy  _ .| cosa sina
Ull—_X3+_X2—M X3_ X2
stad

o,=M COSGLX3 —itga XZJ
‘J22 33
Podstawiajc wspotrzdne punktéw przekrojur(X,xs) otrzymamy liniowy
rozktad napgzen normalnych w utwierdzeniu belki. Najpkisze napgzenia
wystgpia w punktach najbardziej odlegtych od osi aitogj, czyli prostej o
réwnaniu

J
X; = =2 tga X,
33

b) W zakresienieliniowo - sprezystym o, = Ag)} rozktad napgzen w
katowniku okréla zaleznosé

n n
o5 = M, X3~ M, Xy =
J22(N +1) Jaa(N +1)

N cosy ) singa "
=M | —— [ X | — | %,
[(Jzz(N*‘l)J [333(N+1)J ]
lub
n N
Ulleﬂ XS_ Mtga X2
Jn(N +1) Ja3(N +1)
Podstawiajc teraz wspohadne (Xo,X3) punktéw przekroju belki

wyznaczamy rozktady nagten normalnych w utwierdzeniu belki.
Rownanie osi obeinej przyjmie przy tym posta

)(3 = Mtga X2
Ja3(N +1)

c) Z porGwnania wyrzen na napgzenia w tych samych zadaniach
zginania ukénego w liniowych i nieliniowych prawach fizycznyalynika
zaleznosé
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1{x3 —[‘]Zztgasz}
011()(2 ) X3)| _ Jo Jas

0'11(X21X3)nl 1[)( _(‘thaJnX ]

N

Jn(N+1) Js(N +1)

Podstawiajc wspotrzdne punktow przekroju niemy obliczy stosunek
napezen w obu modelach ciata sgtystego.

Jll)l

alz)nl
stuszny we wszystkich zadaniach zginaniasakgo.

Podany w punkcie c¢) wzor na ilor ma charakter ogolny i jest

ZADANIE 5.4.

We wsporniku wykonanym zgkownika i obcgzonym si pionowg nalery
okresli¢ przemieszczenie swobodnego nka wspornika w liniowym i
nieliniowym zakresie.

S

M,

MM

Rys. 5.4a
Rozwigzanie:
Podobnie jak w poprzednim zadaniu fugkcmmomentu zginacego

roztozymy wzgkdem osi gtéwnych. Poszukiwane przemieszczenia arygk
sumupc stany przemieszcaewynikajace z istnienia momentéwl,, M; oraz

Krzywizn «, i Ka.
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Rys. 5.4b

Zgodnie z podanymi rozktadami krzywiza i k3 oraz przemieszcaeal, i Uz
mozna zapisé ogolne wzory

|
u, = [KsM, (X, =1)ds,
0
I
Us = _IK2M1(X3 =1)ds, u=q/(u,)* + (us)?
0

gdzie M,;(X,=1 i M,(X;=1) s funkcjami momentéw zginafych
pochodacych odpowiednio od sit jednostkowych, wspdHiniaskly z osiami
bezwtadnéci x; i X;. Podane rozwania § ogolne, stuszne niezalge od
rodzaju materiatu.

a) W zakresidiniowo - sprezystym

Ky = , Ky=—= i M,=Pscosa, M, =Pssina
EJ,, EJ.,
My(X, =1)=s, M,(X;=1)=s
stad
| 3
u, =_[ PS sina sds=—1 sina,
0 E 33 33
| 3
ug == [ PS_cosa sds=- cosa
0 22 22
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3 . 2 2
_PI” | sina L[ cosa
3E Jas J,
Tutaj U, i U3 3 wartagsciami przemieszcze liczonych wzgédem osi

gtéwnychx, i X3 rownolegle do nich.

b) W zadaniu nieliniowym wzory ogélne pozostanbez zmian, naly
tylko zmienit wyrazenia na krzywizny i &a.

_| Pscosx " . _ [ Pssina "
Ky=| ——— | Ky=| ——
Ad(N +1) Ads(N +1)
stad
n H n n+2
_,[ sing | sds Psina I
22(N +1) AJ,,(N+1) ) n+2
' Ps " Pcosa | I™?
Ug :I(—cosaJ sds ( ]
o\ Adg3(N +1) AJ;3(N+1) ) n+2

_pI™2 sing )" cosr )"
u= |
(n+2)A Ja3(N+1) J(N+1)

c) W zadanidepkosprezystym o rownaniach fizycznych

e=G0doik = G Lam krzywizny k; i k3 maj post&
22
1 1
Kk, =—G0dM, ,k; =—GLdM,
‘]22 33

Wzory na sktadowe przemieszczenjd us przyjmg forme

| R 3
u, :_[G 0dP>"? sds = G 0P | sina
0 33 ‘J33
| 3
u; = —_[G 0P sds = -G dP | cosa
0 22 22
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3 2 2 ¢
u=G de'—\/(s'””J + (Cowj gdzie GOdP =[Gt -r)oP(r)
3 ‘]33 ‘]22 0

Z poréwnania wzorOéw na przemieszczenia wolnegac&owspornika przy
zginaniu ukénym wynika podobigstwo rezultatow liniowo-speystych i
lepkospezystych. W tym ostatnim przypadkuedy sie jednak z czasem
zmienia przemieszczenia w wyniku proceséw reologicznych.

ZADANIE 5.5.

Statycznie wyznaczalny ¢r lepkospezysty podlega zginaniu uknemu.
Nalezy okresli¢ zmiany obcizenia P=Pqf(t) tak aby odksztatcenia ¢ia byty
stale w czasie.

Rozwigzanie:
Analizujac wyrazenie na odksztalcenia gpa lepkospgzystego zginanego
ukosnie opisane wzorem

£11 (X, Xst) :% CdGx, — % [dGXx,

22 33

mozemy stwierdz, ze odksztalcenia&; beda stale, a w konsekwencji rowrie
przemieszczenia gta jezeli iloczyny splotowe spetnigjwarunek

M,0dG=AH(t) , M,0dG=BH(t)
Woéwczas prawa strona wysenia okrélajacego odksztalcenia jest stala, a
tym samym i lewa jest niezmienna w czasie. Zauma ponadto,ze dla

obcigzen zadanych w postaé=Pyf(t) funkcje momentéw zginagych M, M, i
Mz w zadaniach statycznie wyznaczalnych przyforme

M=Mf(t), M,=M2f(t) My=Msf(t)

Poszukiwan funkcje f(t) znajdziemy z poroéwnania relacjiacizacych
krzywizne z momentem zginggym

o=¢lE - M =J,«E
stad dla
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k=kH(t) zachodzi M f(t)=J,,«H (t)TE()

o

M —
— flt)=xHI(t) OdE(t )=
oraz e, (t) = «H (t) OdE(

m

Ostatecznie wobec zalgosci x = _I? wynika, ze
22

() =2HOER) ooy f(t)=%jdE(r)=%E(t)

Whnosimy sid, iz zmiana obgizenia zgodnie z funkgjrelaksacji zapewnia

niezmienné¢ przemieszcze

ZADANIE 5.6.

Nalezy okresli¢ rdzen przekroju prostonego o wymiarachaxh w
liniowym i nieliniowym zadaniu speystym.

Rozwigzanie:

Osie symetrii prostaka x, i X3 & tutaj gtdbwnymi centralnymi osiami
bezwtadnéci w zadaniach liniowych jak i nieliniowych.

a) W zadaniu liniowym réwnanie osi obeinej otrzymamy z warunku

o o o ) 2 )
X3Xy | X2 X Xo (1 i

0,=0 - 1+ —2+7—£=0 - x3=—0—(_2—2j X, — 22
('22) ('33) X \l33

Analizowa bedziemy teraz szczegdlne usytuowanie osi ¢tbej, kiedy

pokrywa s¢ ona z krawdziami prostolta, czyli x; =+ g X, =% a

2
Otrzymamy wéwczas
_.h RL P T L
X =to - 1i(i22)22 0 - x3=%=(ip) e
= E ;(2 a: N = 2. 2 - E
=t - 1i(i33)22 0 X2 =+ =(igs) t e
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